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X F(u) (systeemvergelijking)
y = G(X) (uitvarny ygelijking)

met F en G als ‘passende’ functies. Dit is uiteraard een eenvoudige vorm van het model,
waarbij opvalt dat men ook y direct kan uitdrukken in u via de functie H, gedefinieerd als
H = G(F). Dit leidt natuurlijk tot de vraag waarom al deze moeite als ‘het’ ook direct
kan? Er dient dan opgemerkt te worden dat wanneer men een toevallige fout in het model
introduceert deze opzet voordelen biedt, in die zin dat men deze ‘modelfout’ kan opsplitsen
in een fout in de systeemvergelijking en in een fout in de uitvoervergelijking, dit nog afgezien
van de eerder genoemde theoretische gronden.

Om uit te leggen wat precies onder de modelfout is te verstaan dient het volgende voorbeeld:
Stel er bestaat een functioneel verband tussen de grootheid Z en de grootheden X en Y,
stel Z = F(X,Y). Omdat het nu eenmaal praktisch niet mogelijk is geheel zonder fouten
te meten zullen we bij iedere realisatie van een experiment waarbij X, Y en Z worden
waargenomen in plaats van X in werkelijkheid het getal £ waarnemen met X = z + fout(z),
in plaats van Y het getal y met Y = y + fout(y) en Z = z + fout(z). Dit zal tot gevolg
hebben dat z # F(z,y), terwijl het verband wel degelijk aanwezig is. Om dit effect te
verklaren introduceren we het begrip modelfout (die eigenlijk een meetfout of observatiefout
1s).

Een andere manier om een modelfout te verkrijgen ligt veel meer voor de hand, namelijk
de fout welke het model maakt doordat het model eigenlijk niet past. Dit komt nogal eens
voor als men genoodzaakt wordt met vereenvoudigde modellen te werken. Het werken met
vereenvoudigde modellen komt voor in vele disciplines van onderzoek, hetgeen toelaatbaar is
zolang (uiteraard) de modelfout niet te groot is. Een in de praktijk veel gebruikte vereenvou-
diging is wel de lineaire benadering (het lineaire model), die we verder in essentie als basis
nemen voor deze beschouwing. Het lineaire model heeft onder de aanname dat de fouttermen
bijvoorbeeld normaal verdeeld zijn grote voordelen, namelijk stel F is een lineaire functie:

F(X,)Y)=axX+bxY +ec

Nu is:

Z=axX+bxY+c=>

z 4 fout(z) = a x (z + fout(z)) + b x (y + fout(y)) + ¢

z=axz+bxy+c+ {ax fout(z)+ b x fout(y) — fout(z)}

z=axz+bxy+c+ fout

z = F(z,y) + fout
met fout = {...} die op zijn beurt weer normaal verdeeld is. Deze fout kunnen we de
modelfout noemen. Nu is de kunst van het modelleren (in dit geval) de parameters a,ben ¢
zo te kiezen dat een gegeven maat op de fout zo klein mogelijk is. Termen die in dit verband
veel voorkomen zijn minimum variantie, maximum ‘likelihood’ en kleinste kwadraten. Passen

we dit resultaat toe op de eerder genoemde systeem- en uitvoervergelijkingen toe dan krijgen
we:



z = F()tw (systeemvergelijking)
y = G(Z) + (M {\hatvoeh'f"-’sﬁhjking)

met w en v als fouttermen: w noemt men wel de systeemfout en v de meetfout. Hier moet
worden opgemerkt dat in het lineaire geval y = H(z) + fout gelijkwaardige resultaten geeft
en dat zonder onderliggende theorie de opsplitsing in twee soorten fouten niet eenduidig
uitgevoerd kan worden.

Komen we bij het volgende punt: meer observaties. We zullen nooit een theorie willen
toetsen aan de hand van één enkele waarneming. Dit zal tot gevolg hebben dat we met meer
dan één observatie per experiment te maken krijgen. Uiteraard zal voor al deze observaties
hetzelfde model moeten gelden, zodat we formules krijgen zoals:

z = F(x;)+w; (systeemvergelijking)
yi = G(z)+ v (uitvoervergelijking)
met ¢ = 1,..., N (= aantal observaties). In feite hebben we nu 2N vergelijkingen met

2N fouttermen waarvan we een functie willen minimaliseren. Bijvoorbeeld met de kleinste

kwadraten:
N

ssq =Y _(w? +v?). (1.1)

i=1

Dit gegeven brengt ons bij een interessante uitbreiding van ons model, namelijk: wat gebeurt
er als we aannemen dat de observaties enig onderling verband vertonen? Deze gedachtengang
is zo gek nog niet als we het voorbeeld van de toestand van een individuele verkeersdeelne-
mer /ster in de tijd tijdens een verkeershandeling beschouwen. We kiezen maar weer voor een
automobilist. Iedereen wil wel aannemen dat de toestand van een automobilist beinvloed
wordt door de toestanden waarin de automobilist zich (juist) daarvoor bevonden heeft. Neem
bijvoorbeeld het gevoel voor snelheid van de automobilist na het berijden van een lagere orde
weg in vergelijking met na het berijden van een autosnelweg. Een ander, meer natuurkundig,
voorbeeld is de snelheid van een auto met als invoer bijvoorbeeld de energie die aan de auto
wordt toegevoerd of onttrokken (remmen). Duidelijk is dat de toegevoegde energie op een
tijdstip T een versnelling veroorzaakt op dat zelfde tijdstip, deze versnelling zal van invloed
zijn op de snelheid van de auto op een tijdstip ¢ > T naast de snelheid op tijdstip T

Naast deze indeling in het ‘tijdsdomein’ kan men natuurlijk ook op andere wijze tot een der-
gelijk geordend model komen. Laten we bijvoorbeeld het ‘plaats op de route’-domein kiezen.
Dit ten behoeve van bijvoorbeeld het analyseren van meer op plaats geaggregeerde gegevens.
Het zich voordoen van overtredingen van de maximum snelheid zou kunnen afhangen van het
aangesloten zijn van het betreffende weggedeelte op een weggedeelte waar een (veel) hogere
maximum snelheid geldt. Aangezien het in bepaalde gevallen mogelijk is de route op twee
manieren te benaderen zal men misschien ook naar een ‘gemengd’ model moeten kijken: de

toestand op plaats i is zowel van de toestanden voor als na i (en misschien zelfs naast i)
afhankelijk.
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ongevallen met zwaar verkeer, enzovoort. Nu zou men aan de matrix H kunnen zien hoe
deze individuele componenten van de toestandruimote ~flropgen. Deco 2l o benadering
zal niet altijd veel zin hebben. Men zal waarschijnlijk eerder geinteresseerd zijn in de (rela-
tieve) overeenkomst of het (relatieve) verschil in mate en vorm van de verbanden tussen de
toestand en de individuele componenten van de uitvoer. Componenten die veel ‘op elkaar
lijken’ zullen een overeenkomstig verband hebben met de toestand van het systeem, ‘on-
derling onafhankelijke’ componenten juist niet. Wel zal het nodig zijn een maat voor deze
samenhang te formuleren. Men kan voor dit doel een canonische-correlatie-analyse op de
toestandruimte en de uitvoerruimte doen. Hierbij neemt men als observaties in de ene set de
toestandvectoren en in de andere set de uitvoervectoren. Dit middel kan ook een indicatie
geven over de dimensionaliteit van de relatie tussen de toestandruimte en de uitvoerruimte
door middel van het bestuderen van de canonische correlaties. Deze dimensionaliteit mag
niet worden verward met de dimensionaliteit van de toestandruimte, die eenvoudig groter
kan zijn dan de vorig genoemde.

2.5 De matrix D (beinvloedingsmatrix)

Vervolgens een interpretatie van de matrix D. De matrix D zou men kunnen zien als de be-
sturingsmatrix van het proces: alle besturingssignalen worden eerst door D getransformeerd.
We zullen geinteresseerd zijn in de individuele effecten van de diverse besturingssignalen op
respectievelijk de toestand en de uitvoer van het systeem. Dit kan bijvoorbeeld noodzakelijk
zijn ter afweging van interventie effecten, zoals bij Harvey (1985). Ten eerste kunnen we
weer een analoge benadering als bij de matrix H kiezen. Het al dan niet toedienen van het
signaal x op tijdstip t levert een vector D(x) op als beinvloeding van de toestand op tijdstip
t. Bij een benadering met een beschikbare collectie vectoren x,...,x; van besturingssig-
nalen kan men op de beelden onder D van deze vectoren, D(x,),..., D(x), een (principale
componenten) analyse uitvoeren. Dit heeft onder andere tot doel inzicht te verkrijgen in
een eventuele structuur in de beinvloeding. Sommige besturingssignalen zullen een gelijk-
waardige beinvloeding veroorzaken, andere juist niet, sommige hebben misschien een heel
bijzonder effect. Op een dergelijke wijze kan men het model gebruiken om een indeling in de
effecten van verschillende maatregelen te verkrijgen. Deze werkwijze is uiteraard slechts te
gebruiken als het aantal besturingssignalen voldoende groot is. In analogie met de definities
van observeerbaarheid is er ook een (algemeen aanvaarde) definitie voor controleerbaarheid.

Definitie 2 Een systeem heet controleerbaar als het voor iedere begintoestand zo naar iedere
eindtoestand z; gebracht kan worden door middel van een eindig aantal besturingssignalen
z, voor to <t < t;, met t; < 0o (2, is zp en 2, is 21)-

Stelling 2 Een lineair systeem is controleerbaar als de rang van de matrix
(D|FD|F*D|---| F*'D)

gelijk is aan de dimensie van de toestandruimte (=n in bovenstaande formule).







































































