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Samenvatting 

Binnen het verkeersveiligheidsollderzoek is regelmatig sprake van tiJ'dgebonden observaties. 
Dit kan variëren van het aantal ongevallen voor een wegvak of gebied voor een aantal jaren , 
tot de snelheid en positie· van een voertuig voor elke seconde. Bij de analyse van dergelijke 
gegevens is het gemeenschappelijke steeds dat gezocht wordt naar de invloed van bepaalde 
'maatregelen' en de wijze waarop 'het systeem' (het wegvak, resp. het voertuig) met die 
invloeden verwerkt . 

In de praktijk blijkt een grote klasse van tijdgebonden observaties te formuleren te zijn als 
lineaire dynamische toestandruimtemodellen. Dit betekent dat gebruikmakend van deze for
mulering een 'standaard' formulering voor dergelijke modellen verkregen kan worden. Naast 
deze standaaard levert deze formulering ook nog enige statistische voordelen op. Lineaire 
dynamische toestandruimtemodellen worden zowel in exploratieve modellen in de systeem
theorie gebruikt Bijleveld (1989) waarin men meer geïnteresseerd is in de algemene machi 
naties van een systeem, als in meer op toetsing gerichte interventieanalysemodellen Harvey 
(1985) waarin men behoefte heeft aan uitspraken over de significantie van bepaalde effecten. 
Onderzocht wordt het model dat bepaalt hoe de invoergrootheden invloed uitoefenen op 
de toestandgrootheden en hoe de toestandgrootheden de uitvoergrootheden bepalen. In dit 
rapport wordt het accent gelegd op het interpreteren van de parameters van een dergelijk 
model, vooral in exploratieve zin. Daarmee wordt het mogelijk het relatieve belang van 
verschillende· invoergrootheden (interventi~mogelijkheden) voor de uitvoer aan te geven. Er 
kan een aantal klassen onderscheiden worden: 

• invoer die geen (waarneembaar) effect op het systeem heeft; 

• invoer die een waarneembaar, maar op den duur verdwijnend effect heeft; 

• invoer die een blijvend effect binnen een bepaalde grootte heeft (voorzover er geen 
andere invoer komt); 

• invoer die een blijvende en ~l t't·ds groter wordende (destabiliserende) invloed heeft. 

Verder wordt aangegeven hoe· tlt' tl'chlliek van l<almanfiltering toegepast kan worden op 
meerdimensionele toestandruim tt'lllO(lt' llt'n . 
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1 Inleiding 

Bij veel Oliderzoek wordt statistiek gebruikt als hulpmiddel om theorieën te· toetsen. Het 
komt nug· wel eens voor dat theorieën de vorm krijgen van een functioneel verband, dat wil 
zeggen dat zo'n theorie veronderstelt dat een (bijvoorbeeld verkeersonveiligheids)resultaat te 
zien is als functie· van de door diezelfde theorie als relevant veronderstelde omstandigheids
variabelen. Analysemode.\len zoals bijvoorbeeld regressie-analyse, maar ook de niet-lineaire 
analysetechnieken, maken wel eens weinig of geen gebruik van het volgens de te onderzoeken 
theorie· aanwezig geachte. mechanisme van het (verkeersonveiligheids)proces. Als voorbeeld 
kan het optreden van interacties dienen. Dit verschijnsel wordt vaak alleen als zodanig op
gemerkt en verder niet verklaard. Dergelijke modellen proberen 'eenvoudig' een (al dan 
niet lineaire) functie vast te stellen die het (verkeersonveiligheids)resultaat zo goed moge
lijk verklaart uit de· gegeven omstandigheidsvariabelen, zonder rekening te houden met een 
theoretisch mechanisme. Deze benadering wordt ook wel de externe benadering genoemd. 
Tegenover de externe benadering staat de interne benadering. Onder deze noemer valt na
tuurlijk veel te verstaan, dus beginnen we met een zeer algemene omschrijving: 

invoer ======> systeem ======> uitvoer 

Hierin zijn de omstandigheden de invoer, en het resultaat de uitvoer. In het systeem speelt 
zich één of ander proces af dat we in de meeste gevallen kunnen karakteriseren met de toestand 
waarin het systeem zich op een bepaald moment bevindt. Ook zou men hiervoor de toefitands
ve-randerit~g kunnen nemen. De achtergrond hiervan is dat, bijvoorbeeld op verkeersveiligheid 
toegespitst, Wf' veronderstellen dat bepaalde omstandigheden een verkeersproces in een be
paalde toest,and brengen, hetgeen op zijn beurt een bepaald verkeersonveiligheidsresultaat 
oplevert (en dus niet de omstandigheden zelf) . Als voorbeeld kan dienen zeer koud weer , 
zelden zal iemand een ongeval krijgen als gevolg van de koude, hoogstens als gevolg van 
onder andere het gladde wegdek dat het gevolg is van het koude weer. 

lage temperatuur ==> glad wegdek ==> ongeval 

Een eenvoudige omschrijving van het verkeersproces is de toestand van het wegdek, we· kun 
nen stellen dat het verkeersproces in de toestand glad wegdek verkeert. [n de· praktijk zal het 
verkeersproces natuurlijk door een samenstelling van veel meer kenmerken g~typf'f'rd moeten 
worden. Aan de hand van deze omschrijving van het begrip toestand zullen \Ü' IIU tot een 
formulering van een zogenaamd toestandruimtemodel komen. Dit houdt in dat df' toestan
den zich in een bepaalde ruimte bevinden, waarin onder bepaalde invloeden !Jt 'wogen kan 
worden. Laten we voorlopig aannemen lat de toestand van een systeem slecht s afllankelijk 
is van de omstandigheden (invoer) en het resultaat (uitvoer) slechts afhankf'l ijk is van de 
toestand. Bovendien nemen we aan dat de verbanden functioneel zijn (dat wil Ï-f'ggen dat 
de toestand als functie van de omstandigheden te 'schrijven' is en het resulta;tt als functie· 
van de toestand). Nemen we nu X als toestandsvariabele, y als uitvoervari é\. IH'If' en u als 
illvoervariabele dan kan een formulering er als volgt uit zien : 



x - F(u) 
y - G(X) 
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(systeemvergelij king) 
(uit\ '~" l :.~gdijking) 

met F en (j als 'passende' functies. Dit is uiteraard een eenvoudige vorm van het model , 
waarbij opvalt dat men ook y direct kan uitdrukken in u via de functie H, gedefinieerd als 
H = G(F). Dit leidt natuurlijk tot de vraag waarom al deze moeite als 'het' ook direct 
kan? Er dient dan opgemerkt te worden dat wanneer men een toevallige fout in het model 
introduceert deze opzet voordelen biedt, in die zin dat men deze 'modelfout' kan opsplitsen 
in een fout in de systeemvergelijlcing en in een fout in de uitvoervergelijking, dit nog afgezien 
van de· eerde·r genoemde theoretische gronden. 

Om uit te leggen wat precies onder de modelfout is te verstaan dient het volgende voorbeeld: 
Stel er bestaat een functioneel verband tussen de grootheid Z en de grootheden X en Y, 
stel Z = F(X, V). Omdat het nu eenmaal praktisch niet mogelijk is geheel zonder fouten 
te meten zullen we bij iedere realisatie van een experiment waarbij X, Y en Z worden 
waargenomen in plaats van X in werkelijkheid het getal x waarnemen met X = x + fout(x), 
in plaats van Y het getal y met Y = y + fout(y) en Z = z + fout(z). Dit zal tot gevolg 
hebben dat z =I F(x, y), terwijl het verband wel degelijk aanwezig is. Om dit effect te 
verklaren introduce-ren we het begrip modelfout (die eigenlijk een meetfout of observatiefout 
is ). 

Een andere manier om een modelfout te verkrijgen ligt veel meer voor de hand, namelijk 
de fout welke het model maakt doordat het model eigenlijk niet past. Dit komt nogal eens 
voor als men genoodzaakt wordt met vereenvoudigde modellen te werken. Het werken met 
vereenvoudigde modellen komt voor in vele disciplines van onderzoek, hetgeen toelaatbaar is 
zolang (uiteraard) de modelfout niet te groot is. Een in de praktijk veel gebruikte vereenvou
diging is wel de lineaire benadering (het lineaire model), die we verder in essentie als basis 
nemen voor deze beschouwing. Het lineaire model heeft onder de aanname dat de fouttermen 
bijvoorbeeld normaal verdeeld zijn grote voordelen, namelijk stel F is een lineaire· functie: 

Nu is: 

F(X, Y) = a X X + b x Y + c. 

Z=axX+bxY+c=? 

z + fout(z) = a X (x + fout(x)) + b x (y + fout(y)) + c 

z = a X x + b x y + c + {a X fout(x) + b x fout(y) - fout(z)} 

z = a X x + b x y + c + fout 

z = F(x,y) + fout 

met fout = { ... } die op zijn beurt weer normaal verdeeld is. Deze fout kunnen we de 
modelfout noemen. Nu is de kunst van het modelleren (in dit geval) de parameters a , b en c 
zo te kiezen dat een gegeven maat op de fout zo klein mogelijk is. Termen die in dit verband 
veel voorkomen zijn minimum variantie, maximum 'likelihood' en kleinste kwadraten · Passen 
we dit resultaat toe op de eerder genoemde systeem- en uitvoervergelijkingen toe dan krijgen 
we: 



Z 

Y 

F(x) + w 
- G(z) +11 
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( systeemvergelijking) 
'\ 11:.ty r.eI"' ·f' ,,:.;~l'jking) 

met W f'n 1) a l. ... fouttermen: w noemt men wel de systeemfout en v de meetfout. Hier moet 
worden opgemerkt dat in het lineaire geval y = H (x) + fout gelijkwaardige. resultaten geeft 
en dat zonder onderliggende theorie de opsplitsing in twee soorten fouten niet eenduidig 
uitgevoerd kan worden. 

Komen we bij het volgende punt: meer observaties. We zullen nooit een theorie willen 
toetsen aan de hand van één enkde waarneming. Dit zal tot gevolg hebben dat we met meer 
dan één obse.rvatie per e.xperiment te maken krijgen. Uiteraard zal voor al deze observaties 
hetzelfde model moeten gelden, zodat we formules krijgen zoals: 

Zi F(Xi) + Wi 
Yi - G(Zi) + Vi 

(systeemvergelij king) 
( ui t voervergelij ki ng) 

met i = 1, ... , N (= aantal observaties). In feite hebben we nu 2N vergelijkingen met 
2N fout termen waarvan we een functie willen minimaliseren. Bijvoorbeeld met de kleinste 
kwadraten: 

N 

ssq = ~)w~ + vno (1.1 ) 
i=l 

Dit gegeven brengt ons bij een interessante uitbreiding van ons model, namelijk: wat gebeurt 
er als we aannemen dat de observaties enig onderling verband vertonen? Deze gedachtengang 
is zo gek nog niet als we het voorbeeld van de toestand van een individuele verkeersdeelne
mer/ster in de tijd tijdens een verkeershandeling beschouwen. We kiezen maar weer voor een 
automobilist. Iedereen wil wel aannemen dat de toestand van een automobilist beïnvloed 
wordt door de toestanden waarin de automobilist zich (juist) daarvoor bevonden heeft. Neem 
bijvoorbeeld het gevoel voor snelheid van de automobilist na het berijden van een lagere orde 
weg in vergelijking met na het berijden van een autosnelweg. Een ander, meer natuurkundig, 
voorbeeld is de snelheid van een auto met als invoer bijvoorbeeld de energie die aan de auto 
wordt toegevoerd of onttrokken (remmen). Duidelijk is dat de toegevoegde energie op een 
tijdstip T een versnelling veroorzaakt op dat zelfde tijdstip, deze versnelling zal van invloed 
zijn op de snelheid van de auto op een tijdstip t > T naast de snelheid op tijdstip T. 

Naast deze indeling in het 'tijdsdomein' kan men natuurlijk ook op andere wijze tot een der
gelijk geordend model komen. Laten we bijvoorbeeld het 'plaats op de route' -domein kiezen. 
Dit ten behoeve van bijvoorbeeld het analyseren van meer op plaats geaggregeerde gegevens. 
Het zich voordoen van overtredingen van de maximum snelheid zou kunnen afhangen van het 
aangesloten zijn van het betreffende weggedeelte op een weggedeelte waar een (veel) hogere 
maximum snelheid geldt. Aangezien het in bepaalde gevallen mogelijk is de rout e op twee 
manieren te benaderen zal men misschien ook naar een 'gemengd' model moeten kijken : de 
toestand op plaats i is zowel van de toestanden voor als na i (en misschien zelfs naast i) 
afhankelijk. 
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2 Lineaire dynamische toestandruimtemodellen in het tijdsdomein 

2.1 Algemeen 

We beperken ons nu tot waarnemingen in het tijdsdomein en nemen verder aan dat onze 
waarnemingen met gelijke (of tenminste gelijkwaardige, bijvoorbeeld vergelijkbare ontwikke
lingsstappen) tussenpozen geregistreerd zijn. Bovendien gaan we er van uit dat de toestand 
die de basis vormt van de (onbekende) toestandsvariabele afhangt van de voorgaande toe
standen en de invoer welke het proces tot dan toe ondergaan heeft. Deze invoer wordt ook 
wel de besturing van het proces genoemd. We veronderstellen dat er een functioneel ver
band bestaat tussen de toestanden enerzijds en de begintoestand en besturing anderzijds. 
Nu hebben we bovendien de beschikking over waarnemingen van de uitvoer, een functie van 
de toestanden. Ook deze informatie zegt wat over de actuele waarden van de toestandsva
riabelen en zo bestaat er de mogelijkheid iets over de toestanden te zeggen gegeven twee 
informatiebronnen. 

We bespreken hier lineaire dynamische toestandruimtemodellen. Daarom gaan we er in het 
vervolg van uit dat de functionele verbanden lineair zijn en weer te geven zijn als lineaire 
afbeeldingen (zie definitie 6). Een eerste afbeelding die de invloed van de besturing op het 
systeem beschrijft, de besturingsruimte afbeeldt op de toestandruimtej een tweede afbeel
ding welke de invloed van een toestand op zijn opvolger beschrijft, een afbeelding van de 
toestandruimte. in zichzelfj als derde en laatste één welke de waarneming van de toestand
ruimte beschrijft, dus een afbeelding van de toestandruimte op de waarnemingsruimte. We 
zullen deze afbeeldingen verder respectieveliJ'k D, F en H noemen, al dan niet tijdafhankelijk 
Kiezen we· de besturingssignaalruimte m-dimensionaal en de toestandruimte n-dimensionaal 
(dat wil zeggen in ieder geval eindig-dimensionaal) en de uitvoerruimte p-dimensionaal, dan 
krijgen we bijvoorbeeld het volgende model: 

Voor elk tijdstip t = 1,2, ... 

Best ur 'lngsvector 
Toestandsvector 
Uitvoervector 
Toestandstransitie matrix 
Beinvloedingsmatrix 
Waarnemingsmatrix 

m-dimensionaal 
n-dimensionaal 
p -dimensionaal 
n x n-dimensionaal 
n x m-dimensionaal 
p x n-dimensionaal 

Nu is het model in formulevorm te schrijven als: 

Zt = Ft(Zt-l) + Dt(Xt) + Wt 

Yt = Ht(Zt) + Vt 

(2.1 ) 

(2.2) 

voor t = 1,2, . .. met Wt en Vt fouttermen respectievelijk n - en p-dimensionaal. De termen 
Wt en Vb t = 1,2, ... worden beschouwd als ziinde onderling onafhankelijke sto chastische 
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grootheden mp.t een verwachting gelijk aan nul. In deze opzet is nog de mogelijkheid toe
gelaten dat, ( Ît> matrices Ft, Dt en H t met oe n~cI. '\'('~~r.è{'r{'n, maar cn ~t'". ··.d? "llen we niet 
bespreke-n. Wat overblijft heet een stationair systeem. Het stationaire zit in het feit dat de 
afbeeldil1!?;en 1 daarmee de matrices onveranderd blijven in de tijd. Dit omdat we aanne
men dat ons systeem binnen een serie. waarnemingen niet of verwaarloosbaar met de tijd 
verandert. 

In de praktijk zullen we na het uitvoeren van een experiment beschikken over een serie 
besturings- en uitvoersignalen, de Xt- en Yt-vectoren, welke een 'voltrekking' van het proces 
voorstellen. Ook is het mogelijk dat we beschikken over een aantal onafbankelijke voltrek
kingen van het proces, hetgeen dan leidt tot meer series waarnemingen. Deze gegevens 
zullen naar aanleiding van een bepaald optimaliteitscriterium een schatting opleveren van 
de matrices F, D en H en van alle toestandsvectoren. 

Laat een experiment tot het volgende 'geschatte' model leiden: 

Zt = F(zt-d + D(Xt) 

Yt = H(zt) 

(2.3) 

(2.4) 

Met t = 1,2, . ... Nu rijst de vraag: wat kunnen we er mee doen? Om te beginnen twee 
toepassingen: 

1. Zuivere analyse van een proces ('Hot::. lijkt het te werken '1'). 

11. Gegeve 11 een analyse het voorspellen van het gedrag van een proces onder bepaalde. 
omstandigheden. 

Ten behoeve van het eerste onderdeel beginnen we met voorstellen ter interpretatie van de 
matrices F, D en H en het vermeldt'1l van een aantal eigenschappen waaraan een oplossing 
dient te voldoen. 

2.2 De· matrix F (transitiemat ri x) 

De matrix F, ook de transitiematrix gt'lIoemd, neemt een centrale positie in . Voor iedere z, 
element uit de toestandruimte, is ('r ('t'1I 'factor' zodat: 

IIF(z) II = factor X IIzll. 

Nu kunnen we de toestandruimte opdelell in vier gedeelten, in oplopende grootte van 'factor', 
te weten: 

I. Die vectoren waarvoor 'factor' t'rg klein is. Dit is gelijk de quasikern (zie definitie 7) 
van de afbeelding F . Zeg 'factor' kleiner of gelijk aan epsilon. 

ii. Niet (i), maar waarvoor 'factor' voldoende kleiner dan 1 is . 
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lll. Niet (i) of (ii) , maar waarvoor 'factor' ongeveer gelijk is aan 1, maar altijd kleiner dan 
1. 

iv . vVaarvoor 'factor' tenminste gelijk aan 1 is. Dit zijn vectoren waarvan de norm niet 
kleiner wordt na afbeelding door F. Dit houdt in dit geval in dat de vectoren niet 
kleiner worden, daar F van de toestandruimte in de toestandruimte afbeeldt. 

Aan de hand van deze indeling kunnen we de toestandruimte onderverdelen in vier (op 
de oorsprong na) disjuncte. deelruimten, en iedere toestand ontbinden in bijbehorende vier 
factoren: 

Z = Zl + Z2 + Z3 + Z4. 

Een belangrijk geval is als de laatste categorie (iv) niet bestaat, dat is het geval als de norm 
van F, I!FII, kleiner dan 1 is. Dan is gegarandeerd dat het effect van ieder besturingssignaal 
op den duur uitsterft. In dat geval krijgen we de volgende indeling van de verzameling V 
van besturingssignalen: 

(a) Als v E Veen element uit (i) is zal het effect van v op de toestand van het systeem 
op tijdstip t 2 te verwaarlozen zijn. De besturingssignalen die door D op (i) worden 
afgebeeld hebben dus een zeer kortstondige invloed op de toestand van het systeem. 

(b) De besturingssignalen die door D op (ii) worden afgebeeld hebben een langduriger , 
eventueel beperkte, invloed. 

(c) De besturingssignalen die door D op (iii) worden afgebeeld hebben een schijnbaar 
onbeperkt voortdurende invloed op het systeem. Een effect van een derge.Iijk signaal 
kan alleen door een ander signaal teniet gedaan worden. 

(d) De besturingssignalen die door D op (iv) worden afgebeeld zullen in invloed steeds 
toenemen. Dit kan tot gevolg hebben dat het systeem 'uit de hand' loopt als er niet 
(systematisch) gecompenseerd wordt. 

Otter (1986) vereist dat de eigenwaarden van F kleiner zijn dan één. Otter noemt het model 
dan 'stabiel'. Deze eis behoeft op dit punt niet te worden gesteld, een verkeersprocf's zal niet 
altijd stabiel zijn (ongevallen) , maar onder bepaalde schattingsprocedures zal ht:'t heIangriJ'k 
zijn te letten op deze eigenschap. 

2.3 Invloed begintoestand en invoer in de toekomst 

Stel, zonder beperking van de algemeenheid, op tijdstip to is de toestand van Iwt systeem 
Zo. Stel het besturingssignaal op elk tijdstip t > to is x, dan krijgen we volg en" (2 .. 3) : 

Zl = F(zo) + D(x) . (2. 5) 
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Interessant is nu hoe het systeem onder invloed van de begintoestand Zo en het besturings
.. ignaal X 'lit:h in de· tijd ontwikkelt .. De toe .. t llT.l rl, ~ ~;,~r\ .. tip 't}, is r. t·, 

Z2 = F(zd + D(x) = 
= D(x) + F(D(x)) + F(F(zo)) 

Op dit tijdstip is de invloed van Zo op tijdstip t 2 gelijk aan F(F(zo)). De toestand op tijdstip 
t'3 wordt nu: 

Z3 = F(Z2) + D(x) 

= D(x) + F(D(x)) + F(F(zt}) 

= D(x) + F(D(x)) + F(F(D(x))) + F(F(F(zo))) 

Op dit tijdstip is de invloed van Zo op tijdstip t 3 gelijk aan F(F(F(zo))). In het algemeen is 
de invloed Zo op tijdstip tn gelijk aan: V = Fn(zo). 

Dit betekent dat als IIFII kleiner is dan 1, de invloed van een signaal in de toekomst altijd 
weer wegebt , Namelijk: Stel 7' = IIFII dan geldt: 

IIF(zo)11 ~ r X I!zoll 

en 
IIF(F(zo))11 ~ r x IIF(zo)11 ~ r x r x Ilzoli. 

In het algemee-n: 
IIFn(zo)11 ~ 7,n X Ilzoll, 

Dit rpstllt-aat wijst ons dat het effect van de begintoestand , als IIF II < 1, op den duur 
minimaal wordt, op langere termijn zelfs verwaarloosbaar, Deze afleiding is u'lte·raard ook 
te maken voor het effect van de toestand op een willekeurig tijdstip op de toestand in de 
toekomst. 

Laten we nu het effect onderzoeken van het systematisch één besturingssignaal toevoegen 
aan een systeem. Dat wil zeggen vanaf tijdstip to wordt het proces, schijnbaar, e·inde·loos het 
besturingssignaal x aangeboden. We krijgen wederom: 

Zl = F(zo) + D(x). 

Z2 = F(zt} + D(x) 

= F(F(zo)) + F(D(x)) + D(x) 

Z3 = F(Z2) + D(x) 

= F(F(zt}) + F(D(x)) + D(x) 

= F(F(F(zo))) + F(F(D(x))) + F(D(x)) + D(x) 

Dit levert een algemene gedaante voor ZN : 

N 

ZN = F N (zo) + L FkD(x). 
k=l 
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ofwel 
N 

ZN = FN(za) + (L ~ · ·'D}(x). 
k=l 

Voor een bespreking van van de situatie voor N -+ 00, zie par 2.6. 

2.4 De matrix H (waarnemingsmatrix, meetmatrix) 

De matrix H kan men zien als de waarnemingsmatrix van het proces. H is het instrument 
waarmee wij de toestanden waarnemen. Het is logisch dat we geïnteresseerd zijn in de wijze 
waarop H het 'zicht' op de toestandruimte deformeert. Hier is de (quasi ) kern interessant 
(zie. definitie 7): de toestanden welke in de kern van H zitten zullen niet of nauwelijks 
waarneembaar zijn. Dit effect zou men kunnen vergelijken met het bekijken van een foto van 
sterren. Men kan in dat geval geen diepte meer zien, doch men ziet alles in een vlak. Als de 
(quasi)kern van H meer bevat dan alleen de nulvector dan heeft dit als belangrijk gevolg dat 
een beeld van H oneindig veel verschillende originelen heeft. De diepte is weg, alles heeft de 
zelfde diepte. Dit is als volgt in te zien: als de vector v in de (quasi)kern van H zit wordt 
zijn beeld onder H verondersteld verwaarloosbaar te zijn, dat wil zeggen: 

H(v) ~ 0 

Nu is H een lineaire afbeelding, dus geldt: 

H(z + v) = H(z) + H(v) ~ H(z). 

dit betekent dat, als y = H(z) en we nemen y waar, het niet vaststaat dat de toestand z is 
(zou ook z+v of z-v kunnen zijn). Dit zou kunnen betekenen dat we, onder omstandigheden , 
niet in staat zullen zijn uit te maken in welke toestand het systeem zich bevindt. Of dit een 
probleem zal zijn zal van andere zaken afhangen. 

Definitie 1 Een systeem heet observeerbaar als voor iedere gegeven input Xt voor t 2: ta en 
voor iedere begintijd ta, de begintoestand Zto éénduidig bepaald kan worden uit de uitvoer 
Yt voor ta ::::; t < tI met tt eindig. 

Stelling 1 Een lineair systeem heet observeerbaar als de rang van de matrix 

gelijk is aan de dimensie van de toestandruimte (-n in bovenstaande formule) . 

De uitvoervectoren van het systeem zullen in het algemeen metingen voorstellen, waarne 
mingen van de uitvoer van het proces. Per tiJ'dstip zullen de componenten van de vectoren 
waarschijnlijk bepaalde aspecten van de uitvoer op dat zelfde tijdstip voorstellen, bijvoor 
beeld één component voor het totale aantal ongevallen, één component voor het aantal 
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ongevallen met zwaar verkeer, enzovoort. Nu zou men aan de matrix H kunnen zien hoe. 
deze individuele componenten van de toestandr1! ~r.':' t~ ... fl, ~ <!p.~n. Df':'.C :: .1. ' l', ;' ;> benadering 
zal niet a ltijd veel zin hebben. Men zal waarschijnlijk eerder geïnteresseerd zijn in de (rela
tieve.) OVf'.reenkomst of het (relatieve) verschil in mate en vorm van de verbanden tussen de 
toestand en de individuele componenten van de uitvoer . Componenten die vee.! 'op elkaar 
lijken' zullen een overeenkomstig verband hebben met de toestand van het systeem, 'on
derling onafhankelijke' componenten juist niet. Wel zal het nodig zijn een maat voor deze 
samenhang te formuleren. Men kan voor dit doel een canonische-correlatie-analyse op de 
toestandruimte en de uitvoerruimte doen. Hierbij neemt men als observaties in de ene set de 
toestand vectoren en in de andere set de uitvoervectoren. Dit middel kan ook een indicatie 
geven over de dimensionaliteit van de relatie tussen de toestandruimte en de uitvoerruimte 
door middel van het bestuderen van de canonische correlaties. Deze dimensionaliteit mag 
niet worden verward met de dimensionaliteit van de toestandruimte, die eenvoudig groter 
kan zijn dan de vorig genoemde. 

2.5 De matrix D (beïnvloedingsmatrix) 

Vervolgens een interpretatie van de matrix D. De matrix D zou men kunnen zien als de be
sturingsmatrix van het proces: alle besturingssignalen worden eerst door D getransformeerd. 
We zullen geïnteresseerd zijn in de individuele effecten van de diverse besturingssignalen op 
respectievelijk de toestand en de uitvoer van het systeem. Dit kan bijvoorbeeld noodzakelijk 
zijn ter afweging van interventie effecten, zoals bij Harvey (1985). Ten eerste kunnen we 
weer een analoge benadering als bij de matrix H kiezen. Het al dan niet toedienen van het 
signaal x op tijdstip t levert een vector D(x) op als beïnvloeding van de toestand op tijdstip 
t. Bij een benadering met een beschikbare collectie vectoren Xl, ... , Xk van besturingssig-
nalen kan men op de beelden onder D van deze vectoren, D(XI), . .. ,D(Xk), een (principale 
componenten) analyse uitvoeren. Dit heeft onder andere tot doel inzicht te verkrijgen in 
een eventuele structuur in de beïnvloeding. Sommige besturingssignalen zullen een gelijk
waardige beïnvloeding veroorzaken, andere juist niet, sommige hebben misschien een heel 
bijzonder effect. Op een dergelijke wijze kan men het model gebruiken om een indeling in de 
effecten van verschillende maatregelen te verkrijgen. Deze werkwijze is uiteraard slechts te 
gebruiken als het aantal besturingssignalen voldoende groot is. In analogie met de· definities 
van observeerbaarheid is er ook een (algemeen aanvaarde) definitie voor controleerbaarheid. 

Definitie 2 Een systeem heet controleerbaar als het voor iedere begintoestand Zo naar iedere 
eindtoestand ZI gebracht kan worden door middel van een eindig aantal besturingssignalen 
Xt voor ta ~ t < tI, met tI < 00 (Zto is Zo en Ztl is zt) . 

Stelling 2 Een lineair systeem is controleerbaar als de rang van de matrix 

gelijk is aan de dimensie van de toestandruimte (=n in bovenstaande formule) . 
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2.6 Asymptotische matrix F en D. 

Op dit punt merken we op, gegeven IIFII < 1; 

1. Als het proces langdurig het zelfde besturingssignaal ontvangt, komt het proces on
afhankelijk van de begintoestand in één slechts door het besturingssignaal bepaalde 
toestand terecht. Dit komt doordat de bijdrage F(zo) bij groot wordende N verwaar 
loosbaar wordt. Deze eindtoestand het beeld is van een lineaire afbeelding van de 
besturingsruimte op de toestandruimte, gedefinieerd door: 

N 

M = L Fkn (2.6) 
k=l 

De uitvoer in de eindtoestand is nu H(M(x)), ook weer een lineaire afbeelding. Volgens 
deze theorie zal dus de uitvoer van het proces, gegeven beperkingen door HM, een 
willekeurige waarde kunnen aannemen. 

11. Als wij twee processen vergelijken willen welke reeds lange tijd verlopen, is het natuur
lijk aantrekkelijk dat we mogen aannemen dat de begintoestand, of hier eigenlijk: de 
niet waargenomen periode voor het begin van het onderzoek, op den duur niet meer 
van invloed is op de toestand van het systeem. Dit gegeven zou men kunnen gebruiken 
als men zou willen aantonen dat twee processen niet aan elkaar gelijk zijn. 

Resteert ons nog te kijken naar het verband 'in het oneindige', zoals geformuleerd met de 
matrix M. Via ('t11 meer dan de, oorsprong bevattende kern van M zullen wij in staat zijn 
variaties in de besturing van ons systeem aan te brengen zonder dat het systeem in een andere 
toestand terf>.cht zal komen. Dit is in ieder geval zo als de variatie in de kern van n 'zit " dat 
wil zeggen dat bij twee alternatieve signalen a en b de vector a - b (is de variatie) in de kern 
van n zit, maar op den duur ook zo als a - b in de kern van M zit . Meest interessant is het 
natuurlijk als de variatie in de kem van HM zit, dit heeft tot gevolg dat een variatie van het 
signaal op den duur niet aan het Hit voersignaal waar te nemen is. Deze beschouwingen lijken 
vooral interessant als er nog andf>rp gronden zijn om te kiezen tussen besturingssignalen. Een 
voorbeeld hiervan is een macroscupi:,,-,h verkeersmodel, waarbij men probeert verschillende 
alternatieve maatregelen af te wt'gpn om een bepaald effect te bereiken, bijvoorbeeld het 
aantal verkeersslachtoffers te dOPII <l.fllPl1len. Hierbij is de matrix HM natuurlijk interessant. 
Stel de waargenomen uitvoer is y. dan wordt een vector x gezocht zodat HM(x) = yen men 
kan bij x iedere vector uit de kem \Cl.1I HM optellen zonder dat het eindresultaat beïnvloed 
wordt. De tussenliggende toestandt'l1 kunnen wel beïnvloed worden. Nu zal iedere maatregel 
geld kosten; men kan dus door IlW t dl' kern varièren de goedkoopste variant kiezen . 

2.7 Implementaties 

In het voorgaande is een uiteenzetting gegeven van mogelijke interpretaties welke aan de 
systeemmatrices van een toestandruimte model gegeven kunnen worden. Naast deze uit 
eenzetting is een overzicht noodzakelijk over een aantal implementaties: genoemd is reeds 
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die van Harw'y (1985), welke over enkelvoudige tijdreeksen gaat. Het blijkt dat met een 
v·erruimin~ Véll de: toestandruimte en een handig 61 ~ ' ... ,JZ<: ~ 1 (uiet geSl'hei ~~ ~. ) l ~·~· I:..; ;;itiematrix F 
enkelvoudigp t.ijdreeksen als toe-standruimtemodellen geschre.ven kunnen worden. Een be
langrijke r~f<-tentie hie.rbij is Akaike. (1974). 

Alte.rnatief zijn mode.Ilen die we.! uitgaan van een te schatten transitiematrix F. Een voor 
verkeersveiligheidsonderzoek interessante groep modellen is die welke ook in staat zijn een 
zekere transformatie toe te passen op categorische variabelen. Een voorbeeld is de methode 
van Bij le.veld (1989) en een vervolg Bijleveld et al. (1991) waarin vooral op technische 
implementatie problemen wordt ingegaan. 

Recent is ook een extensie naar 'meerweg'-toepassingen, dit houdt in dat aantallen systemen 
met een te specificeren overeenkomst geschat kunnen worden. Een voorstel hiertoe is gedaan 
door Verboon & Heiser (1990). Toepassigen liggen hier bijvoorbeeld in situaties waarin 
diverse proefpersonen bij het uitvoeren van een gelijke taak bestudeerd worden. Vooral 
bij conflictobservaties lij kt hier een toepassing te liggen, maar ook het onderzoek naar de 
verplaatsingsprofielen lijkt met een dergelijk model gebaat. 
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3 Optimale keuze van gewichten voor twee schatters 

Stel we beschikken over twee bronnen waaruit we informatie putten met betrekking tot één 
of anderf' grootheid. We veronderstellen dat beide bronnen ieder een meting opleveren welke 
niet exact is. We veronderstellen verder dat de fout die optreedt toevallig is en een normale 
verdeling volgt. Uit beide metingen willen we nu een nieuwe meting synthetiseren welke 
nauwkeuriger is dan beide aanvankelijke. Deze situatie is een generalisatie van het middelen 
van een aantal waarnemingen. Eerst zal een één- en later een meer-dimensionale oplossing 
worden afgeleid. Dit alles als inleiding van de afleiding van het zogenaamde f(almanfilter. 
In het vervolg zullen we· de me'tingen telkens s <ha ttingen noemen. 

:3.1 De één-dimensionale situatie 

Stel we beschikken over twee in hun fout onafhankelijke schatters voor een zekere parameter. 
We noemen de schatters ie en y . Beide schatters worden verondersteld zuiver te zijn voor de 
parameter z, dus: 

Verder stellen we 

E(ie) = z 

E(y) = z 

O'2(ie) = p 

O'2(y) = r 

We willen nu f'en zuivere schatter z construeren uit een lineaire combinatie van ie en y zo 
dat het resultaat een minimale variantie heeft. We doen dit via een variabele k zodat: 

z=(1-k)ie+ky 

hetgeen betekent dat het resultaat zuiver is: 

E(z) = (1 - k)E(ie) + kE(y) = 

= (1 - k)z + kz = z 

E(z) = z, dus z is een zuivere schatter van z. (Dit is overigens niet verbazingwekkend.) 
Vervolgens moet een uitdrukking voor k gevonden worden zodat O'2(z) minimaal is, gegeven 
de varianties van x en y: 

Daar Cov (x, y) = 0 volgt 
= 0'2((1 - k)x) + O'2(ky) = 

= (l - k)2O'2(X) + k2O'2(y) = 
= P - 2pk + (p + r)k2 

(3 .1 ) 



- 17-

Een vluchtige blik op (3.1) laat zien dat een keuze van k buiten (0, 1) zinloos is daar de. vari
antie van de ~esynthetiseerde schatter groter \\·V: ~l~ ,J.:.ll 1 L-{:l1 van de OÜlI.>F f ' . . ,".'.Yljke schatters. 

u 2(z) als fun ct ie van k heeft dus één minimum als p + 7' > 0, afgezien van het triviale geval 
dat p + l' = 0 is dat altijd zo, en is minimaal als: 

Of, als alternatief: 

2(p + 7')k - 2p = 0 ==> k = p) 
(p + 7' 

(j2(Z) = p(l - k) 

(j2(Z) = 7·k 

waaruit, gezien dat geldt 0 < k < 1 volgt dat: 

en 

Stel nu, we kennen u2(x) en of (j2(y) niet zo goed, en we kiezen k* E (0,1) in plaats van k, 
met 8 = k* - k dan heeft dit tot gevolg: 

(j2(Z*) = P - 2pk* + (p + r)k*2 = 
= p - 2pk + (p + r)k2 - 28p + 28k(p + r) + 82(p + 7') = 

daar k = p/(p + r) 

Daar 0 < 8 < 1 kan men nu reeds met behulp van het voorgaande een schatting van u 2(z*) 
maken. Deze schatting kan scherper, p-2pk* +(p+r)k*2 als functie van k* is een dalparabool 
en neemt dus zijn maxima aan op de randen ( k* = 0 of k* = 1 ) . Dit betekent: 

Stel (j2(X) < (j2(y)j om nu te zorgen dat (j2(Z*) < (j2(X) moet gelden dat 0 < k* en 
k* < 2u2(x)/((j2(X) + u2(y)), met andere woorden 0 < k* < 2k. Hieruit kan worden 
geconcludeerd dat de keuze van k niet al te gevoelig is. Het is eveneens inte.ressallt de 
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residuen te onderzoeken onder invloed van k , bijvoorbeeld: 

daar: 

volgt: 

r=y-z= 
= (1 - k)(y - x) 

E(r) = (1 - k)E(y - x) = 0 

u 2(r) = (1 - k)2U2(y - x) = 
= (1 - k)2(U2(y) + u 2(x)) = 

( Het andere residu wordt op analoge wijze afgeleid) 

Opgemerkt moet worden dat u2 (z)+u2 (r) = u 2 (Y). Dit geldt overigens alleen bij de optimale 
keuze van k. 

:3 .2 De meer-dimensionale situatie 

x, y en Z zijn nu n-dimensionale vectoren, X en y worden verondersteld onafhankelijk van 
elkaar te zijn, noch de onderlinge componenten van x en y worden verondersteld niet on
afhankelijk te zijn . Zou dat het geval zijn dan is het mogelijk het één-dimensionale geval 
n-keer te herhalen. Stel: 

E(x) = E(y) = z 

Cov (x) = P, covariantiematrix 

Cov (y) = R, idem 

We willen nu weer een voor iedere component zuivere schatter construeren zo dat de som van 
de varianties van de componenten van Z minimaal is. Het zal blijken dat dat ook betekent 
dat de individuele componenten een minimale variantie hebben. We beginnen weer met de 
constructie analoog met het één-dimensionale geval: 

z = (I - K)x + KY · 
E(z) = (I - K)E(x) + KE(y) = z. 

Cov (z) = (I - K) Cov (x) (I - Kf + K Cov (y)KT 

Een element van het spoor van Cov (z), c,", is als volgt gedefinieerd: 

n n 

c,", = L.: L.:[(I,"k - K,"k)PkJ"(I~ - KJ:) + K'"kRkJ"K;J = 
k=lj=l 
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n n 

= L L[(Iik - K1'k)Pk)'(Ii)' - K ii ) + K1k Rk)'K1i'] = 
k=l )'=1 

n n ft 71 

= L L I ik Pk)1i)' - L L Kik PkiI 1] 
k=l i=l k=l )'=1 

ft ft n n 

- L L lik Pk)'K i)' + L L Kik( Rki + Pki )Kii = 
k=l i=l k=l )'=1 

11 11 ft 

= Pii - 2 L Pi)'K ii + L L Kik(Rki + PkJ')Kii 
;'=1 k=1 )'=1 

In Cii komt slechts één rij van K voor, en wel rij i, dus kan ieder element van het spoor 
onafhankelijk van elkaar geminimaliseerd worden met betrekking tot K: 

Dit is een positieve, kwadratische vorm, dat heeft tot gevolg dat het spoor minimaal is 
wanneer äCidäKim = 0, i = 1, ... , n en m = 1, . . . , n. Dus: 

11 

L Kik(Pkm + Rkm} = Pim i = 1, ... , n en m = 1, ... , n 
k=1 

K(P + R) = P 

Hieruit volgt al dat K een symmetrische matrix moet zijn. Daar Pen R covariantiematrices 
zijn van variabelen die niet beide een variantie van nul hebben, ofwel tenminste één matrix 
is definiet positief, is K voldoende gt"definieerd door: 

K = P(P + R)-l 

Reeds gezien was: 
Cov (z) = (I - K) Cov (x)(I - Kl + K Cov (y)KT 

Dit betekent dat: 
Cov (z) = (I - K)P(I- Kl + KRKT = 

= P - KP - PKT + K( P + R)KT = 

= P - KP - PKT + [P(P + Rt1](P + R)KT = 
= P - KP = 

=(l-K)P = 

= R( P + R) -1 P = 
= P( P + H) - 1 R = 
=KR 

Om aan te tonen dat deze oplossing ook een verbetering in variantie oplevert, tonen we, aan 
dat iedere willekeurige lineaire combinatie van Componenten van y een grotere variantie heeft 
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dan diezelfde combinatie van componenten van Z. De varianties van aTy respectievelijk aTz 
zijn aT Ra en t":.T(P(P + R)-I Ra), 

Met P (p + R) - I , ofwel K, symmetrisch, dus 
aT(p(p + R)-l)Ra = KaT Ra 

Stel b = Ra , dan wordt het probleem gereduceerd tot de vraag of KaTb al dan niet kleiner 
is dan aTb en daarmee de vraag of de norm van K kleiner is dan 1 of niet . Herhaling van: 
K( P + R) = P levert: 

Dus IIKII < 1. Op analoge wijze als in het één-dimensionale geval leiden we nog de residuen 
af: 

r=y-z= 
= (1- K)(y - x). 

E(r) = (1- K)E(y - x) = 0 

Cov (r) = (1- K)(P + R)(! - Kf = 
= R(I-Kf = 
= (1- K)R 

Dus ook in het meer-dimensionale geval geldt: Cov (r) + Cov (y) = Cov (z) . 
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4 Toestandruimtemodellen en Kalmanfiltering 

4.1 Defillit iE' van het filter 

'Ne gebruiken nu de vorige hoofdstukken om het zogenaamde Kalmanfilter af te leide·ll. We 
he·rhalen uit par. 2.1 de vergelijkingen (2.1) en (2.2): 

Zt = Ft(Zt-l) + Dt(Xt) + Wt 

Yt = Ht(Zt) + Vt 

(2.1) 

(2.2) 

Voor t = 1,2,.. .. We· nemen weer aan dat F, D en H niet variëren in de. tijd , en in het 
bijzonder niet stochastisch bepaald zijn. In de oorspronkelijke benadering is het Kalmanfilter 
gebruikt voor een optimale schatter van de uitvoer Yt, doch we zullen een variant van het 
filter afleiden voor de toestand Zt, gegeven de vorige toestand en de invoer aan de ene kant, 
en de uitvoer aan de andere kant. We formuleren twee nieuwe definities: 

Ztlt-l = F(zt-d + D(Xt) 

ZtlYt = H-1(Yt) 

Ztlt-l noemen we ook de voorspeHing van Zt gegeven t - 1 en ZtlYt zullen we ook de 'update' 
van Zt noe·men. Voorts: 

Ptlt - 1 = Cov (ztlt-d (4.1 ) 

R = Cov (H-1(Yt)) [= H-1 COV (vt)(H-1fJ 

Ook nemeli we aan dat alle fout termen in (2.1) en (2.2) onafhankelijk van elkaar zijn en een 
verwachting van nul hebben. Wel kunnen, in het meer-dimensionale geval, de componenten 
onderling afhankelijk zijn. Ook nemen we aan dat de verdelingen van deze componenten niet 
in de tijd veranderen. We· zullen nu voor ieder tijdstip t de volgende stappen uitvoeren: 

(4.2) 

waarbij Ztlt de gefilterde schatting van Zt voorstelt. In (2.1) moet nu nog Zt met Zt lt gesub
stitueerd worden: 

met: 

Het lijkt nuttig de Constru etie van Ptlt - I nader uit te splitsen, nl: 
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Dus 
( 4.:3) 

Als laatste nog een opmerking over de situatie wanneer één van de schatters ontbreekt. Deze 
situatie wordt opgevangen door Kt op nul dan wel de identiteit te stellen, al naar gelang de 
uitvoer Yt dan wel de invoer Xt of de vorige toestand Zt op tijdstip tontbreekt . 

4.2 De. ontwikkeling van Kt als t -+ 00 

We beginnen op te merken dat voor alle Kt geldt dat liKt II ::; 1 voor alle t = 1,2, ... en dus 
dat de. oneindige rij Kt tenminste één verdichtingspunt moet hebben. Dit betekent dat er 
tenminste één limiet bestaat voor Kt. Rest te bewijzen dat er slechts één verdichtingspunt 
bestaat voor Kt. 

Laat Kt+l := 4>(Kt) een iteratief proces voor z' = 1,2, ... zijn, gedefinieerd als: 

dan geldt: 

Stel: 

Dan 

4>(Kt+1 ) = (FKtRFT + Q)(FKtRFT + Q + R)-l 

= 1- R(FKtRFT + Q + R)-l 

A = FKiRFT + Q +R. 

B = FKjRFT + Q + R. 

114>(K,) - 4>(KiHI = IIR(B - 1 - A-1 )11 = 

= IIRB-l(A - B)A -111 = 

= IIRB -1F(Ki - Kj)RFT A-lil ::; 

::; IIRB-1 FIIIIK. - K i llllRFT A-lil 

Dus 114>(Kd - 4>(Kj )1I ~ aliKi - Kj 11 met 0 < a < 1 als IIRB-1FIlIIRFT A -lil < 1. Dit 
laatste is het geval als IIFII < 1. Dit leidt tot het bijzonder resultaat dat IIKt+l - Kdl ::; 
aliKt - Kt-til ::; a i llKl - KolI · Nu met 0 < n < m geldt: 

IIKm - Knil ~ IIKm - Km -dl + . .. + IIK n+l - Knil ::; 
~ a n (1 + a + a2 + .. . + am -n -l)IIKl - Koil < 
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< (~) IIKI - Koil 1-0' 

Met ijK l - Ko ,I ~ 2. De factor o:n /(1 - 0:) is kleiner dan iedere f > 0 te krijgen als n -+ 00. 

Het gevolg hie,rvan is dat {Kt} een Cauchyrij is en een limiet heeft. Daar Ptlt = KtR volgt 
hieruit meteen dat ook P fit convergeert naar een limiet. We herhalen ve.rgelijking (4. :3): 

( 4.:3) 

Daar de rij Kt naar éé.n limiet K convergeert, moet daarvoor gelden: 

K = (FKRFT + Q)(FKRFT + Q + Rtl 

Dit betekent overigens dat onder omstandigheden het model behoorlijk te benaderen zal zijn 
met een model met één enkele waarde voor K. 
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5 Constructie van het 'filter' volgens statespace 

Bij de statf./~pac e benadering is gekozen de matrix K te benaderen met behulp van een 
diagonaal matrix. Een diagonaal matrix is namelijk aanmerkelijk eenvoudiger te inverteren 
dan een vierkante, zij het symmetrische matrix. 

Hoewel verwarrend, gebruiken we zowel voor K als zijn benadering het zelfde symbool, alleen 
is de benadering nu een vector. Een aanvankelijke doelstelling was dat de benadering in het 
één-dimensionale geval dezelfde oplossing zou leveren als zijn origineel. 

Voor ieder tijdstip t geldt nu (zie vergelijking (4.2)): 

( 4.2) 

Dit geldt ook voor tijdstip 1, maar Ptlt-1 (vergelijking (4.1)) wordt voor het tijdstip t = 1 
gelijk aan oneindig gesteld. Dientengevolge wordt Kl = 1 en wordt Zl uitsluitend bepaald 
door Y1 en H. Dit heeft bovendien tot gevolg dat Xl irrelevant wordt. (Dit kan onder de 
omstandigheid dat in Xl een variabele· een unieke categorie heeft tot problemen leiden). Deze 
situatie, kan zich ook voor andere tijdstippen voordoen als er sprake is van discontinuïteiten, 

Daar: 

wegens: 

dim(z) dim(y) dim(z) dim(y) 

L Hik L H)'kYJ,t = L L H,kHjkYJ;t = 
k'=l J"=l k=l J"=l 

dim(y) (dim(:;) . . ) _ 
= L L HlkHJk Yjl-

j=l k=l 

dim(y) 

= L 8iJYj,t = 
j=l 

= Yi,t 

{ 

1, 
til) = 0, 

als i = j 
als z' -::j: i 

geldt nu dat een minimum van', 

ft71L(Y) dlm(:;) 

Gllqm eetll) = L (y,',t - L HijZjtlt)2 
1=1 J'=l 

automatisch een minimum is van: 
dim(~') dlm(y) 

'tsqsystel;'m .. (t) = L (Z,',tlt - L H JiYJ;t)2 
1=1 ;"=1 

ofwel: 

( S.l) 
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dim(z) 

SSqsyst ep-m_(t) = L (Z;II . - Z; 'I:J , )2 
,°=1 

(5.2) 

Dus door ve rgelijking (5.1) te minimaliseren, vinden we een ZtlYt optimaal voor vergelij
king (5.2). 

We zullen verondersteHen dat er sprake is van één ononderbroken kete-n van obsoeorvaties Xt 

en Yt voor t = 1,2, .. . , T. 

Nu gaan we niet vergelijking (5.1) minimaliseroen maar: 

dim(y) dim(z) 

ssqmeet(t) = L (y,O,t - L H ij Zj ,tlt-1? ( 5.:3) 
,°=1 3=1 

Samen met de vooraf geschilderde eigenschap van H en het gegeven dat de nieuwe Ztlt een 
convexe combinatie is van Ztlt-1 en Zt hlt vergelijking (4.2) levert dat een minimalisatie op van 
zowel vergelijking (5.1) als vergelijking (5.2) op. 

De constructie verloopt als volgt: 

fx( i)= verhouding tussen de variantie van de error in variabele x,o en de variantie van Xi. 

fy ( i) is op analoge wijze gedefinieerd. 

Als () de vector van alle te schatten variabelen is, dan worden de volgende functies definiëerd: 
(k = 1,2, .. . , dim(z)) 

Vanwege mogelijke herschalingen: 

Ook de matrices: 

xJ",t(()) j = 1,2, . .. ,dim(x) 

Yj,t{()) j = 1,2, ... , dim(y) 

D(()) 

F(()) 

H(()) 

(Ook hun kwadraten) 
d,Om(x) 

ex(k, ()) = L DZ
J
-(()) fxU) 

JO=l 

d,Om(y) 

ey(k,()) = L H~ok(()) fy(j) 
JO=1 

dim(z) dim (x) 

e Z'lt_l (k, ()) = L FZJ-(()) eZt - lIt - l (j ,O) + L Dt(()) f rU) 
j=1 j=l 



Dit te zamen met de al bekende definities: 
dim(z) 
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Ztlt_l(k,O) = L FkJ'(O) Zt-llt-l(j, 0) 
j=l 

dim(x) 

+ L Dkj(O) Xj,t(O) + Sk(O) 
j=l 

dim(y) 

ZtIYt(k,O) = L HJ'k(O) yjAO) 
j=l 

Al deze functies moeten ook nog gedifferentieerd worden naar 0 (zie Bijlage B). 

(5 .4) 

Het algoritme van statespace werkt nu als volgt: Er wordt gebruik gemaakt van variabelen 
Zt, dZt, EZt en dEZt die gedurende het algoritme voordurend van betekenis veranderen. 

Op tijdstip t = 1: 

Op tijdstip t = tn: 

Eerste stap (bepaling Ztnltn-d" 

Zl = zllYl (k, 0) 
EZ1 = ey(k, 0) 

dZ = aZ11Y1 (k, 0) 
1 aOi 

dEZ = aey(k,O) 
1 aOi 

Ztn = FZtn - 1 + DXtn + S 

Ztn = Ztnltn-1 (k, 0) 

EZtn = e ~nltn-I (k, 0) 

dZ = aZtnltn-1(k,0) 
tn aO

i 

ae. (k 0) dEZ = ~Inlln-I , 

tn aOi 

N u is Zt de voorspeller Ztlt - 1 en kunnen de residuen worden uitgerekend: 
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ossqmeet(tn) 
OOr 

ssqm eet(tn) en ossqmeet(tn)/oOr worden voor alle t gedeeld door het aantal tijdstippen en gesom
meerd. Op deze wijze komt er een zogenaamde doelfunctie tot stand, welke geminimaliseerd 
moet worden. 

Vervolgens wordt in EZtn de waarde van Kt geschreven, 

Na deze stap moet Ztn 'geupdate' worden naar Ztnltn, volgens vergelijking (5.4): 

dZtn en dEZtn worden op basis hiervan afgeleid, waarna EZtn en dEZtn weer hun oorspron
gelijke betekenis krijgen van de variantie van de error van Ztn waarna het volgende tijdstip 
verwerkt kan worden. 
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6 Conclusie 

De aard van dit onderzoek brengt met zich mee dat conclusies niet zozeer in termen van 
verkeersveiligheid kunnen worden geformuleerd. Het onderzoek richtte zich meer op eigen
schappen van het model. 

Aan de orde zijn geweest ten eerste een manier ter implementatie van het het toestandruim
temode,l, met aandacht voor interpretatie in termen van verkeersveiligheid. Ten tweede is 
aandacht besteed aan aan een implementatie welke bij de SWOV beschikbaar is. 

In essentie zijn de· toepassingen van het model tweeledig: 

• Analyse van het mechanisme waaraan een geanalyseerd proces onderhevig lijkt te zijn . 

• Het maken van voorspellingen aan de hand van een al dan niet eerder geanalyseerd 
proces. 

Ten behoeve van het eerste punt is er een model van Harvey, Harvey (1985), aan de hand 
waarvan interventie-analyses uitgevoerd kunnen worden. Een van de essentiële aannamen 
in het model van Harvey is echter een bepaalde structuur van de overgangsmatrix. Deze 
structuur biedt aan de ene kant de mogelijkheid om krachtige statistische methoden toe te 
passen, zowel voor wat betreft interpretatie van de modelfit als voor toetsing van e,ventuele· 
interventies. Het nadeel is echter dat deze methoden alleen geschikt zijn voor enkelvoudige. 
tijdreeksen. Bovendien beperkt deze methode zich tot op numeriek meetniveau gemeten 
variabelen in de uitvoerruimte. 

Alternatif!ve implementaties zoals DYN AMALS Bijleveld (1989) leggen deze beperkingen 
niet op, doch genieten niet van de krachtiger statistische mogelijkheden, een probleem waar 
alle. analysetechnieken met herschalingen mee zitten : zie ook SAS (1990). 

Het DYN AMALS-model wordt in de toekomst uitgebreid met een zogenaamde. meerweg
variant, welke replicaties van het model kan analyseren. Dit kan dienst doen als methode 
ter analyse van meerdere proefpersonen op een gelijk traject, of vergelijken van verschillende 
regio's waar een zelfde maatregel wordt uitgevoerd onder bijna identieke omstandigheden. 
Bovendien moet worden opgemerkt dat de voortdurende toename in rekenvermogen de mo
gelijkheden complexere modellen te analyseren steeds doet toenemen. 

Daarnaast levert de praktische implementatie van dit model nog problemen op, zie. Bijleveld 
et al . (1991). 

In dit laatste werk komt ook het verschiJ'nsel ter sprake dat toestandruimtemodellen in staat 
zijn periodieke effecten te modelleren. Daardoor is het mogelijk met behulp van deze te 
chiek meerdimensionale, elkaar beïnvloedende processen te analyseren en wellicht aan de 
hand daarvan voorspellingen te maken over bepaalde aspecten van de processen, ve·rkeers
veiligheid in het bijzonder. Deze technieken staan echter in de kinderschoenen, zowel wat 
betreft implementatie als interpretatie . Deze technieken zouden gebruikt moeten worden bij 
de, recent in opkomst komende voorspellingsmodellen. Daar echter de diagnostiek van de 



-'29-

modellen heperkt is zal er nog veel overgelaten moeten worden aan een op gezond verstand 
gebaseenlp . irt.erpretatie van de resultaten . De t r:è : :"r.'.st, lJÎcdt ech tf' r ', ,! P '!:> . (·ctiev el. 

Een belangrijk mijlpaal in de toekomst lijkt me de introductie van een meerdimensionaal 
interventie-analysemodel, welke voor tijdreeksanalyse met controlegroepen gebruikt zou moe
ten worden. Bovendien lijkt de introductie van meerweg DYNAMALS, zoals die wordt voor
gesteld door het Instituut voor Datatheorie der Rijksuniversiteit Leiden Verboon & Reiser 
(1990), een interessante aanleiding om eens een hernieuwd onderzoek in te stellen naar de 
verplaatsingsprofielen. 
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A Definit\es uit de lineaire algebra 

Hier vo lgen en ige definities uit de lineaire algebra: Allereerst wordt veronde·rsteld dat getallen 
element zij !l uit het lichaam der reële getallen. 

Definitie 3 (Reële vector.) Onder een vector verstaan we in het vervolg een rij van n 
reële getallen. Het aantal elementen, n in dit geval, wordt de dimensie genoemd. 

Voor vectoren definieren we nu de volgende operaties: 

1. Optellen : De som van twee reële vectoren is weer een reële vector. Het mechanisme 
gaat als volgt: als de vectoren a = (ab"" an ) en b = (bb"" bn ) dan is a + b = 
(al + bI, ... , an + bn ). Het eenheidselement in V voor deze operator is (0, ... , 0), ook 
als gewoon 0 genoteerd. 

11. Skalaire vermenigvuldiging: Het skalaire product van een reële vector en een (maxi
maal) reëel getal is weer een reële vector. Het mechanisme gaat als volgt: als peen 
reëel getal is en a = (at,. ' ., an ) dan is p x a = (p X al, ... ,p X an ). 

Definitie 4 (Reële vectorruimte. ) Laat Veen verzameling reële vectoren zijn. Als voor 
ieder paar vectoren x en y element uit V en voor ieder paar reële getallen p en q geldt dat 
de vector z = p x x + q x y element is uit V dan is Veen reële vectorruimte. 

Ve·rder mo~t ook de norm van een vector genoemd worden, welke niets meer voorstelt dan 
een functie op de getallen waaruit de vector bestaat. Neem weer a = (at, ... , an ), dan is de 
norm van a r,enoteerd als Ilall, een functie met de eigenschappen: 

1. Ilall ~ 0 voor alle a uit de vectorruimte V. 

11. lIall = 0 <=> a = o. 

iii. lIall + Ilbll ~ lIa + bil voor alle a en buit V. 

IV. lip x all = abs (p) x Ilall voor alle a uit V en p een reëel getal. 

Een vectorruimte waarbij een norm wordt gedefinieerd noemt men een genormeerde vector
ruimte . Een veel gebruikt voorbeeld van een norm is de lengte van een vector, 

Definitie 5 (Afbeelding.) Een afbeelding is een operator welke aan ieder element van een 
(origineel)verzameling een element uit een (beeld)verzameling toevoegt. 

Definitie 6 (Lineaire afbeelding.) Een lineaire afbeelding (A van V op W) is een afbeel
ding met eigenschappen: 
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1. A(O)=O{=(O, ... ,O)} 

11. Voor alle elementen x en y uit V en alle skalars p en q geldt: 

A(p x x + q x y) = p x A(x) + q x A(y), 

e.Iement uit W. 

Als we, de, (genormeerde) vectorruimte W opdelen in twee, op de oorsprong na, disjuncte 
lineaire deelruimten W1 en W2 , dan is er een gelijksoortige opsplitsing is van V in Vi en V2 

met V = VI U \12, zodat voor iedere x element uit Vi geldt dat het beeld van x onder A (dat 
is A(x)) element uit W I is en dat voor iedere y element uit \12 A(y) element uit W2 is. De 
omgekee.rde procedure levert ook een eenduidige opsplitsing op van W. 

Definitie 7 (Kern van een lineaire afbeelding.) De kern (Engels: kernel) van een line
aire afbedding is een deelverzameling van de origineelverzameling. De elementen van deze 
verzameling worden door de afbeelding op het nulelement van de beeldverzameling afgebeeld. 
De kern is (dus) een lineaire deelruimte van de origineelverzameling. 

We verdelen nu de origineelverzameling in: 

1. Vectoren waarvan na afbeelding door A de norm tenminste een bepaalde factor kleiner 
wordt. 

H. Vectoren waar dat niet bij gebeurt. 

De eerste. verzameling noemen we verder de quasikern behorend bij de afbeelding A: 

quasike1'n(A) = {x E Vlfactor x IIA(x)11 ~ \lxii} 

Men kan nu iEtlere vector x uit V op een unieke manier schrijven als de som van een vector 
Xk uit quasikern(A) en een vector y welke juist niet in quasikern(A) zit. We zouden zelfs een 
afbeelding kunnen definiëren die de gegeven x op een dergelijke y afbeeldt. De afbeelding 
P(x) = y , aldus gedefinieerd, heeft een sterke overeenkomst met de zogenaamde principale 
componentenanalyse (peA). Dit kan men inzien door zich te realiseren dat men bij peA de 
observaties uitdrukt in de belangrijkste (principale) componenten (hier het gededte van de 
observaties 'In de niet-quasikern) en een restant (hier het gedeelte van de obse.rvaties in de 
quasikern). 

In het algemam wordt een lineaire afbeelding vaak voorgesteld als een matrix, dit is eigenlijk 
een naam voor ~n rij vectoren. Als we voor de kolommen in de matrix de beelden nemen 
van de basisvectoren van een lineaire vectorruimte onder een gegeven afbeelding dan vinden 
we een unieke voorstelling van deze lineaire afbeelding ten opzichte van de basisve.ctoren van 
de vectorruimte. 
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Definitie 8 (Norm van een matrix.) De norm van een matrix A, genoteerd als IIAII, is 
een zo klp.ifl mogelijk (positief) g~tal zodanig dat ',I Ji.t --:\!,I.::::: I,',AII X Ilx','·;··.:-" · 11 .[ element uit 
de (genorn1et.'fde!) vectorruimte V (en W). Duidelijk is dat er eerst normen op de vectoren 
moeten bf'staan, en dat deze normen een norm op een matrix 'induceren', 
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B Afg~leide functies statespace 

In Hoofdstuk ,J zijn de volgende functi~s gedefinieerd: 

Vanwege mogelijke herschalingen: 

Ook de, matrices: 

x};tUJ) j -= 1,2, .. . ,dz"rn(x). 

y};t((}) j ~ 1,2, ... ,dim(y). 

D((}) 
F((}) 

H((}) 

(Ook hun kwadraten) 
dim(x) 

ex(k,O) = L D~iO) fxU) 
j=1 

dim(y) 

ey(k,(}) = L H;k((}) fyU) 
i=1 

dim(z) dim(x) 

eZIII_1 (k, (}) = L FZ j ((}) eZI_III_l U, (}) + L Di}-((}) fxU) 
j=1 }=1 

e (k (}) 
Kt( k, (}) = ZI ~-I , 

eZIII_1 (I.: •. (}) + ey(k, (}) 

eZI/I_I(I.:.(}) x ey(k ,(}) 
ezlll(k, (}) = e. (I.: B) + e (k (}) 

-I ~ -I' Y' 

Dit te zamen met de al bekende dt'nnities: 
dim(~) 

Ztlt -l(k,(})= L F kJ (0)Zt-llt-1U,B) 

{lil (.1') 

+ L Dki(lJ) x};t{O) + Sk(O) 
; =1 

d" ,,(y) 

ktIYI(k, (}) = L HJdB) Yi~(O) 

We zullen ze nu één voor één aflt'idt'1l naar een parameter 0,': 

ay · (0) 
},t = analoog 
aOi 

al .. J',) niet herschaald behoeft teworden, 

met 0 < f( Bi) < 1 de fractie 

van voorkomen van deze categorie ((}I') 



8D(O) 
- àOi 

àF( 0) 
OOi 

oH( 0) 
OOi 
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eenvoudig 

eenvoudig 

eenvoudig 

oex(k,O) = di~) (2D ,.(O)ODkj(O)) f (') 
00 , L....J kj 00. x J 

l J=1 l 




